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1 導入
次の線形波動方程式の初期値問題を考える:8><>:
@2t u  c2u = 0; x 2 Rn; t 2 R;
u(x; 0) = u0(x); x 2 Rn;
@tu(x; 0) = u1(x); x 2 Rn:
(1.1)
ただし, cは伝播速度とし, 正定数とする. (1.1)の解は次のように与えられる:
u(x; t) =
1
2
(E0(t) + E0( t))u0(x) + 1
2i
(E0(t)  E0( t))u1(x); x 2 Rn; t 2 R:
ここで,
E(t)f := F 1

exp(ictj  j)
cj  j Ff

;  2 Rn
は波動方程式の基本解であり, Fourier変換 F と逆 Fourier変換 F 1 を
Ff() :=
Z
Rn
e 2ixf(x)dx;  2 Rn;
F 1g() :=
Z
Rn
e2ixg(x)dx;  2 Rn
と定義する. これから述べる Strichartz 評価式は非線形波動方程式の可解性を研究する際の基本的な道具と
なる.
Denition 1.1 (許容指数) 0   < n=2に対して実数の組 (p; q)が波動方程式の許容指数であるとは
2 < p  1; 1
p
= n

1
2
  1
q

  ; (n+ 1)

1
2
  1
q

 2 (1.2)
を満たすことである.
許容指数 (p; q)の関係は図 1となる. 次の結果はよく知られている.
Theorem 1.2 (Strichartz評価式 Ginibre-Velo [1], 1997) 0   < n=2 とし, (p; q) を許容指数とす
る. このとき, ある定数 C > 0が存在して
kE()fkLp(R;Lq)  CkfkL2(Rn); f 2 L2(Rn)
が成り立つ.
1
図 1 許容指数 (p; q)の関係
2 Morrey空間と Fourier-Morrey空間
まず, Morrey空間の定義を与え, Lebesgue空間との包含関係を述べる.
Denition 2.1 (Morrey空間) 1  q  p  1とする. このとき, Morrey空間Mpq(Rn)を次のように定
義する:
Mpq =Mpq(Rn) :=
n
f 2 Lqloc(Rn)
 kfkMpq(Rn) <1o :
ここで,
kfkMpq = kfkMpq(Rn) := sup
B2B
jBj 1p  1q
Z
B
jf(y)jqdy
 1
q
とし, B を n 次元球から成る族とし, jBj を B の Lebesgue 測度とする. さらに Lqloc(Rn) を次のように定義
する:
Lqloc = L
q
loc(R
n) :=
n
f : 可測関数
 f は任意のコンパクト集合上で q 乗可積分であるo :
Proposition 2.2 (Morrey空間と Lebesgue空間との包含関係) 1  r  q  p <1とする. このとき
Lp =Mpp ,!Mpq ,!Mpr
が成り立つ.
次に, Fourier-Morrey空間の定義を与え, Lebesgue空間との包含関係を述べる.
Denition 2.3 (Fourier-Morrey空間) 1  q  p  1とし,  2 C1(Rn)を
 (x) :=

1; jxj  1;
0; jxj  4
2
と定義する. このとき, Fourier-Morrey空間MFpq は
MFpq =MFpq (Rn) :=
n
f 2 S 0
 kfkMFpq (Rn) <1o
により定義される. ここで,
kfkMFpq := supB2B jBj
1
p  1q
Z
Rn
jF 1 B  f(x)jq0dx
 1
q0
(2.1)
であり,
 B :=  
    c(B)
r(B)

とおいた.
Proposition 2.4 1  q  p  1; q  2とする. このとき Fourier変換 F に対して,
F :Mpq !MFpq :有界 (2.2)
が成り立つ.
Proposition 2.5 (1) 1  r  q  p <1とする. このとき
Lp
0
=MFpp ,!MFpq ,!MFpr
が成り立つ.
(2) 1  q  p  1とする. このとき, MFpq は完備である.
Remark 2.6 (2.2)は Lebesgue空間における Fourier変換の有界性の一般化になっている. 実際, p = q  2
とすると (2.2)は
F : Lp ! Lp0 :有界
と一致している.
3 主結果
次の定理が本研究の主結果である.
Theorem 3.1 (MFpq における Strichartz評価式) 0   < n=2 とし, (p; q) を許容指数とする. さらに
r; s 2 Rを
p0  r  2; 1
s
=
1
r
  1
p0
+
1
2
を満たすようにとる. このとき, ある定数 C > 0が存在して, 任意の f 2MFs2 (Rn) に対して
kE()fkMFr
p0
(R;Lq(Rn))  CkfkMFs2 (Rn) (3.1)
が成り立つ. ここで,
kfkMFpq (R;Lr(Rn)) := supB2B jBj
1
p  1q
 Z
R
Z
Rn
jF 1 B  f(x; t)jrdx
 q0
r
dt
! 1
q0
である.
3
4 Theorem 3.1の証明の概略
f 2MFs2 とすると,
F 1 Q  f 2 L2(Rn)
である. Theorem 1.2より
E(t)[F 1 Q  f ] 2 Lp(R;Lq(Rn))
が成り立つ. 一方で
E(t)[F 1 Q  f ] = F 1 Q  E(t)f in S 0 (4.1)
が成り立つ. これより変分法の基本補題を用いると, (4.1)から
E(t)[F 1 Q  f ] = F 1 Q  E(t)f a.e. x 2 Rn (4.2)
が任意の t 2 Rに対して成り立つ. したがって, Theorem 1.2と (4.2)より任意の Q 2 Qに対して
jQj 1r  1p0 kF 1 Q  E()fkLp(R;Lq(Rn)) =jQj
1
r  1p0 kE()[F 1 Q  f ]kLp(R;Lq(Rn))
CjQj  1s+ 12+ 1r  1p0 jQj 1s  12 kF 1 Q  fkL2
CkfkMFs2 (Rn)
が成り立つ. ここで,
p0  r  2; 1
s
=
1
r
  1
p0
+
1
2
とした. 以上より (3.1)が示せた.
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